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        Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa atas
terselesaikannya buku yang berjudul “Bahan Ajar Integral tak Tentu
dengan Teori Situasi Didaktis untuk Mahasiswa Teknik Sipil”. Buku ini
bertujuan mengatasi hambatan belajar integral tak tentu, khususnya
pada materi pecahan, variabel dan turunan, dengan pendekatan teori
situasi didaktis Guy Brousseau.
      Buku ini dilengkapi alat bantu teknologi, yaitu Graspable Math
untuk memudahkan langkah penyelesaian integral, Desmos Graphic
Calculator untuk ilustrasi grafik fungsi, dan Augmented Reality (AR)
untuk memperjelas aplikasi integral tak tentu dalam bidang teknik sipil .
       Kami mengucapkan terima kasih kepada semua pihak yang telah
mendukung penyusunan buku ini. Kritik dan saran untuk perbaikan
sangat kami harapkan. Semoga buku ini bermanfaat bagi pendidikan
teknik sipil.

Bandung, Mei 2025

                                                              Penulis
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DESKRIPSI BAHAN AJAR
      Buku yang berjudul “Bahan Ajar Integral tak Tentu dengan Teori
Situasi Didaktis untuk Mahasiswa Teknik Sipil” ini dirancang berdasarkan
prinsip Didactic Design Research (DDR), yang berorientasi pada
eksplorasi dan pengembangan pembelajaran berbasis teori didaktis.
Pendekatan ini digunakan untuk memahami dan mengatasi hambatan
belajar (learning obstacles) yang sering dialami mahasiswa teknik sipil,
khususnya dalam materi integral tak tentu yang melibatkan pecahan,
variabel fungsi serta turunan.
    
     Dalam desain buku ini, teori situasi didaktis Guy Brousseau
diterapkan untuk menciptakan aktivitas pembelajaran yang
memungkinkan mahasiswa membangun pemahaman konseptual melalui
tahapan devolusi, aksi, formulasi, dan validasi. Tahapan ini membantu
mahasiswa menghubungkan konsep abstrak integral dengan aplikasinya
pada konteks teknik sipil secara progresif.
 
        Pada bahan ajar ini ada beberapa istilah yang digunakan untuk
menyatakan tahapan situasi didaktis dalam setiap aktivitas
pembelajarannya, yaitu sebagai berikut.

Memecahkan Kode Awal merupakan situasi Devolusi dimana
Mahasiswa ditantang untuk memahami masalah awal sebagai
langkah untuk membangkitkan rasa ingin tahu.
Eksplorasi merupakan situasi Aksi dimana Mahasiswa melibatkan diri
dalam eksplorasi aktif untuk menemukan solusi atau pendekatan
terbaik.
Konseptualisasi merupakan situasi Formulasi dimana Mahasiswa
diajak untuk menganalisis hasil dari situasi aksi dan merumuskan
pola, aturan, atau konsep formal berdasarkan temuan mereka.

      
        
     



Verifikasi merupakan istilah yang digunakan dalam buku ini untuk
tahapan validasi. Situasi pada tahapan ini untuk menguji dan
memastikan keabsahan konsep atau solusi yang telah dirumuskan
melalui pembuktian atau analisis kritis.
Implementasi merupakan proses Institusionalisasi dalam memperkuat
dan mengintegrasikan pemahaman ke dalam kerangka teoretis yang
lebih luas.

  
       Pendekatan DDR yang digunakan dalam buku ini juga diperkaya
dengan integrasi teknologi modern, seperti:

Graspable Math, untuk mendukung mahasiswa dalam memudahkan
langkah-langkah penyelesaian bilangan pecahan dan penjumlahan
bilangan negatif dalam perhitungan integral secara interaktif.
Desmos Graphic Calculator, yang membantu mahasiswa memahami
representasi grafik fungsi sebagai langkah penting dalam
menghubungkan teori matematika dengan aplikasi praktis.
Augmented Reality (AR), yang menghadirkan ilustrasi nyata dari
permasalahan teknik sipil, seperti distribusi beban dan analisis
struktur, sehingga memfasilitasi pemahaman yang lebih intuitif.

       Melalui sinergi antara teori didaktis, teknologi, dan penelitian
desain didaktis, buku ini diharapkan tidak hanya menjadi referensi
pembelajaran integral tak tentu, tetapi juga model implementasi Didactic
Design Research dalam pengajaran matematika teknik yang kontekstual
dan relevan. Hal ini sejalan dengan tujuan untuk meningkatkan kualitas
pembelajaran teknik sipil dan memberikan kontribusi positif pada
pengembangan pendidikan berbasis penelitian di Indonesia.



TUJUAN PEMBELAJARAN

Mahasiswa dapat
mengingat kembali materi
turunan sebagai
pengetahuan awal

Mahasiswa dapat
mendefinisikan suatu fungsi
dengan mengetahui turunan

dari fungsi tersebut

Mahasiswa
mengetahui istilah dan
simbol Integral tak
tentu

Mahasiswa dapat
menemukan fungsi

dari turunannya
dengan

menggunakan rumus
integral dasar

Mahasiswa dapat
menghitung integral tak
tentu dengan
menggunakan sifat
kelinieran integral

Mahasiswa dapat
menghitung teknik

integrasi substitusi dan
parsial

Mahasiswa dapat
menyelesaikan  integral
tak tentu dalam masalah
bidang teknik sipil





TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA DAPAT MENGINGAT KEMBALI
MATERI TURUNAN SEBAGAI 
PENGETAHUAN AWAL 

1

MEMECAHKAN KODE AWAL

Mengingat kembali
Fungsi

Kemudian, ia melihat balok baja yang didesain untuk menahan beban dari

kendaraan. Beban yang diterima balok tersebut bervariasi, namun pola

distribusinya dapat digambarkan seperti fungsi linear, dengan peningkatan

atau penurunan beban yang sebanding di sepanjang balok.

Saat balok tersebut dipasang, Iateringat pada fungsi kuadrat. Beban yang

lebih besar di tengah balok dan semakin kecil ke arah ujungnya

mengingatkan pada pola lengkungan parabola. Terakhir, ketika melihat

simulasi komputer yang memperkirakan defleksi balok akibat beban, Ia

berpikir tentang fungsi polinomial, di mana perubahan bentuk balok dapat

digambarkan dengan lebih kompleks, menggambarkan bagaimana defleksi

bergantung pada beberapa faktor sekaligus. Ia menyadari bahwa berbagai

fungsi matematika ini sangat penting dalam merancang struktur yang

efisien dan aman.

Di lokasi konstruksi jembatan, seorang

mahasiswa teknik sipil, mengamati

fondasi yang sedang dipasang. Ia

menyadari bahwa tekanan tanah di bawah

fondasi cenderung tetap di seluruh area,

mirip dengan fungsi konstan, di mana nilai

tekanan tidak berubah. 
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MEMECAHKAN KODE AWAL
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1.JELASKAN DENGAN KATA-KATAMU

APA YANG DIMAKSUD DENGAN

FUNGSI KONSTAN

   

2. BERIKAN SATU CONTOH FUNGSI 

   KONSTAN DAN GAMBARKAN GRAFIKNYA

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Fungsi
konstan
dengan
Desmos
grafik

video
animasi
Fungsi
konstan 

Jawab:

Jawab:

3. JELASKAN DENGAN KATA-KATAMU APA 

   YANG DIMAKSUD DENGAN FUNGSI  

   LINIER

   

4. BERIKAN SATU CONTOH FUNGSI 

   LINIER DAN GAMBARKAN GRAFIKNYA

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Fungsi
linier
dengan
Desmos
grafik

video
animasi
Fungsi
linier 

Jawab:

Jawab:



5. JELASKAN DENGAN KATA-KATAMU APA 

   YANG DIMAKSUD DENGAN FUNGSI  

   KUADRAT

   

6. BERIKAN SATU CONTOH FUNGSI 

   KUADRAT DAN GAMBARKAN GRAFIKNYA

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Fungsi
kuadrat
dengan
Desmos
grafik

video
animasi
Fungsi
kuadrat

Jawab:

Jawab:

7. JELASKAN DENGAN KATA-KATAMU APA 

   YANG DIMAKSUD DENGAN FUNGSI 

   POLINOMIAL

   

8. BERIKAN SATU CONTOH FUNGSI 

   POLINOMIAL

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Fungsi
Polinomial
dengan
Desmos
grafik

video
animasi
Fungsi
polinomial 

Jawab:

Jawab:



Mengingat kembali
aturan turunan 

MEMECAHKAN KODE AWAL

Dengan senyum kecil,

mahasiswa tersebut merasa

lebih siap untuk

menyelesaikan soal kalkulus

yang ada di depannya. Semua

aturan itu, meski sederhana,

sangat berguna dalam

menganalisis struktur dan

beban dalam teknik sipil.

Seorang mahasiswa Teknik Sipil sedang

duduk di ruang kuliah dengan

memegang buku kalkulus di tangannya.

Ia mengingat kembali aturan dasar

turunan yang baru dipelajari.

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Video
animasi
aturan
turunan

“Turunan fungsi konstan itu 0,” pikirnya, mengingat bagaimana fungsi

konstan tidak berubah. Lalu, “Turunan dari f(x)=mx+n adalah m,”

lanjutnya, mengingat fungsi linier dengan gradien tetap.

Ia juga mengingat rumus untuk turunan fungsi polinomial:

Setelah itu, ia teringat aturan rantai untuk turunan fungsi komposisi dan

rumus turunan untuk fungsi trigonometri.



Jawab:

Jawab:

Mengingat kembali
variabel, koefisien
dan konstanta
Dinda, mahasiswa teknik sipil, sedang

mengerjakan tugas tentang momen

lentur jembatan. Ia bingung membedakan

variabel, konstanta, dan koefisien dalam

persamaan. Budi menjelaskan, "Variabel,

seperti x, adalah nilai yang berubah-

ubah, misalnya posisi sepanjang

jembatan.

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

animasi
variabel,
koefisien
dan
konstanta
fungsi

Konstanta, seperti panjang total jembatan L, adalah nilai yang tetap.

Koefisien, seperti b dalam persamaan M(x)=bx, menunjukkan besarnya

pengaruh variabel terhadap hasil."

Dengan penjelasan ini, Dinda memahami bahwa variabel berubah, konstanta

tetap, dan koefisien memperkuat peran variabel dalam persamaan.



Identifikasikan variabel, koefisien variabel,
dan konstanta dari masing-masing fungsi

yang diberikan di bawah ini. 

Fungsi konstan

Fungsi linier

Variabel:

Fungsi Polinomial

EKSPLORASI 1

Konstanta:

Variabel:

Konstanta:

Variabel:

Konstanta:

Variabel:

Konstanta:

Koefisien Variabel:

Variabel:

Konstanta:

Koefisien Variabel:

Variabel:
Konstanta:
Koefisien Variabel:

Fungsi komposisi

Variabel:
Konstanta:
Koefisien Variabel:

Fungsi Trigonometri

Variabel:

Konstanta:

Variabel:

Konstanta:



Hitunglah turunan setiap fungsi
di bawah ini . 

Fungsi konstan

Fungsi linier

Fungsi Polinomial

EKSPLORASI 2

Fungsi komposisi

Fungsi Trigonometri



Untuk setiap fungsi di bawah ini,
rumuskan turunan  menggunakan
aturan dasar turunan yang sesuai

Fungsi konstan

Fungsi linier

Fungsi Polinomial

KONSEPTUALISASI

Fungsi komposisi

Fungsi Trigonometri

Catatan:
Pastikan Anda memahami setiap aturan dasar turunan yang
digunakan pada masing-masing fungsi. Setelah selesai,
diskusikan jawaban Anda dengan teman atau tinjau kembali
investigasi materi mengingat kembali turunan untuk
memastikan kebenaran hasil perhitungan Anda.



VERIFIKASI

Perhatikan fungsi berikut

1.Sebutkan
variabel dari
fungsi

2. Tentukan aturan
dasar turunan
mana saja yang
dapat digunakan
untuk mencari
turunan
Pertama fungsi

Variabel dari fungsi tersebut adalah...
Jawab:

Ceklist aturan yang sesuai

Aturan dasar turunan fungsi konstan

Aturan dasar turunan fungsi linier

Aturan dasar turunan fungsi Polinomial

Aturan dasar turunan fungsi Komposisi

Aturan dasar turunan fungsi Trigonometri

3. Periksa apakah
rumus yang dipilih
sudah benar?
Gunakan rumus
yang sudah dipilih
untuk mencari
turunan
Pertama fungsi. 

Turunan pertama fungsi, yaitu

IMPLEMENTASI

Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut ini:





TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA DAPAT MENDEFINISIKAN
SUATU FUNGSI DENGAN MENGETAHUI
TURUNAN DARI FUNGSI TERSEBUT

2

MEMECAHKAN KODE AWAL

Apakah kamu sudah
memahami aturan
turunan dan
penggunaannya?
Jika sudah memahaminya, maka lanjutkan

ke bagian eksplorasi  berikut. Jika masih

belum memahaminya, sila untuk

investigasi kembali video mengenai aturan

turunan dengan cara scan barcode di

samping ini!

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Video
animasi 
aturan
turunan &
bukti

EKSPLORASI

Tentukan fungsi asal dari bentuk fungsi yang telah
diketahui turunannya di bawah ini. Anda boleh
memberikan lebih dari satu kemungkinan fungsi asal
jika relevan
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MEMECAHKAN KODE AWAL

Apakah kamu sudah
memahami aturan
turunan dan
penggunaannya?
Jika sudah memahaminya, maka lanjutkan

ke bagian eksplorasi  berikut. Jika masih

belum memahaminya, sila untuk

investigasi kembali video mengenai aturan

turunan dengan cara scan barcode di

samping ini!

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Video
animasi 
aturan
turunan &
bukti

EKSPLORASI

Tentukan fungsi asal dari bentuk fungsi yang telah
diketahui turunannya di bawah ini. Anda boleh
memberikan lebih dari satu kemungkinan fungsi asal
jika relevan



Tentukan fungsi asal dari bentuk fungsi yang telah
diketahui turunannya di bawah ini. Anda boleh
memberikan lebih dari satu kemungkinan fungsi asal
jika relevan

EKSPLORASI

KONSEPTUALISASI

Jawab:

Jawab:



Jawab:

Jawab:

Syarat yang harus dipenuhi adalah

Jawab:

Buktikan aturan pencarian fungsi asal untuk setiap
kasus berikut. Tunjukkan langkah-langkah dan
pembuktian bahwa fungsi asal yang diperoleh benar
sesuai dengan turunan yang diberikan.

VERIFIKASI

Jawab:

Jawab:



Jawab:

Jawab:

Jawab:

IMPLEMENTASI

Tentukan fungsi asal dari setiap
fungsi yang sudah diketahui
turunan pertamanya sebagai
berikut:



Tentukan Antiderivative dari fungsi berikut

IMPLEMENTASI

Tentukan fungsi asal yang mungkin dari setiap turunan fungsi
berikut ini

Tentukan fungsi asal dari fungsi trigonometri berikut ini

Tentukan fungsi asal dari fungsi komposisi berikut ini





TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA MENGETAHUI ISTILAH DAN
SYMBOL INTEGRAL TAK TENTU3

MEMECAHKAN KODE AWAL

Apakah definisi dari
Integral tak tentu?

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Video
animasi
definisi
integral 
tak tentu

TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA MENGETAHUI ISTILAH DAN
SYMBOL INTEGRAL TAK TENTU3

MEMECAHKAN KODE AWAL

Apakah definisi dari
Integral tak tentu?

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Video
animasi
definisi
integral 
tak tentu



contoh:" "

EKSPLORASI

Diketahui Jelajahi berbagai kemungkinan
yang dapat dihasilkan dari fungsi
asalnya dengan menjawab
pertanyaan berikut:



EKSPLORASI

Jawab:

Jawab:

1

2

3

Jawab:

Jawab:

0
sb. x

sb. y

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Grafik
fungsi

Jika mengalami kesulitan dalam
membuat grafik, silakan melakukan
investigasi dengan menggunakan
grafik Desmos di samping!



Rumuskan aturan dasar integral tak tentu untuk setiap bentuk
berikut

KONSEPTUALISASI

Periksalah kebenaran aturan dasar integral tak tentu
berikut dengan cermat. Pastikan setiap langkah
integrasi yang digunakan sesuai dengan aturan yang
berlaku:

VERIFIKASI

Jawab:



Jawab:

Jawab:

Jawab:

Catatan: Jelaskan proses pengecekanmu dan berikan alasan matematis untuk menyatakan
apakah aturan tersebut benar atau memerlukan koreksi!





TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA DAPAT MENEMUKAN FUNGSI
DARI TURUNANNYA DENGAN
MENGGUNAKAN RUMUS INTEGRAL DASAR

4

MEMECAHKAN KODE AWAL

Dapatkah kamu
menuliskan kembali
aturan integral tak
tentu yang sudah
diverifikasi?

Jika sudah dapat menuliskan kembali

rumus-rumus yang telah diverifikasi

sebelumnya, silahkan lanjut ke bagian

eksplorasi. Jika belum bisa, silahkan untuk

kembali ke halaman sebelumnya. Pastikan

penulisanmu mencakup setiap aturan

dengan jelas dan lengkap. Gunakan

pemahaman dari diskusi untuk menjelaskan

bagaimana rumus tersebut digunakan

dalam konteks integral tak tentu

TUJUAN PEMBELAJARAN 
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MEMECAHKAN KODE AWAL

Dapatkah kamu
menuliskan kembali
aturan integral tak
tentu yang sudah
diverifikasi?

Jika sudah dapat menuliskan kembali

rumus-rumus yang telah diverifikasi

sebelumnya, silahkan lanjut ke bagian

eksplorasi. Jika belum bisa, silahkan untuk

kembali ke halaman sebelumnya. Pastikan

penulisanmu mencakup setiap aturan

dengan jelas dan lengkap. Gunakan

pemahaman dari diskusi untuk menjelaskan

bagaimana rumus tersebut digunakan

dalam konteks integral tak tentu



sb. x

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Menghitung
bilangan
pecahan

Jika mengalami kesulitan dalam menghitung bilangan pecahan, silakan melakukan investigasi
dengan menggunakan grasphablemath dengan scan barcode di atas!

EKSPLORASI

Gunakan aturan dasar integral untuk
menyelesaikan setiap masalah berikut

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Merubah
bentuk
akar ke
bilangan
pangkat

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI
Merubah
bentuk
abilangan
berpangkat
bulat
negatif



KONSEPTUALISASI

Selamat mengerjakan soal berikut! Gunakan aturan dasar
integral untuk menyelesaikan setiap masalah yang
diberikan. Ingatlah bahwa setiap hasil akhir Anda harus
memenuhi kondisi tertentu yang tercantum dalam soal. 

Jawab:

Jawab:

Jawab:

Tuliskan langkah-langkah penyelesaian Anda secara rinci dan sistematis.
Pastikan setiap langkah yang Anda tulis sesuai dengan aturan integral dasar
yang telah dipelajari. Pemahaman dan ketelitian dalam menyusun solusi
akan menjadi fokus utama dari evaluasi.



Jawab:

Jawab:

Langkah berikutnya adalah membuktikan kebenaran
hasil yang telah Anda temukan. Periksa apakah fungsi
asal yang Anda temukan, beserta konstanta
integralnya, memenuhi kondisi awal yang telah
diberikan dalam setiap  soal. 

VERIFIKASI

Gunakan aturan turunan fungsi dan
metode substitusi untuk memvalidasi
hasil tersebut. Pastikan setiap langkah
analisis dijelaskan dengan jelas dan logis
sehingga hasil yang diperoleh dapat
dipertanggungjawabkan. Diskusikan pula
jika ada ketidaksesuaian antara hasil dan
kondisi awal, serta identifikasi
kemungkinan sumber kesalahan



VERIFIKASI

Periksa apakah solusi yang
ditemukan memenuhi
kondisi 

Periksa apakah solusi yang
ditemukan memenuhi
kondisi 

Periksa apakah solusi yang
ditemukan memenuhi
kondisi 

Periksa apakah solusi yang
ditemukan memenuhi
kondisi 

Periksa apakah solusi yang
ditemukan memenuhi
kondisi 

Jawab:

Jawab:

Jawab:

Jawab:

Jawab:





TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA DAPAT MENGHITUNG INTEGRAL
TAK TENTU DENGAN MENGGUNAKAN SIFAT
KELINIERAN INTEGRAL

5

MEMECAHKAN KODE AWAL

Tahukah kamu
mengapa sifat
kelinieran integral
tak tentu penting
dalam teknik sipil?
Sifat kelinieran integral adalah salah satu prinsip fundamental yang

mempermudah proses integrasi. Prinsip ini memungkinkan penyederhanaan

operasi integral dengan membagi fungsi menjadi bagian-bagian lebih kecil

atau dengan mengeluarkan konstanta dari operasi integral. Dalam

implementasinya, konsep ini sangat berguna untuk menganalisis distribusi

beban, menentukan momen lentur, dan menghitung defleksi pada struktur.

Melalui aktivitas pembelajaran, mahasiswa diajak untuk memahami dan

menerapkan sifat kelinieran integral secara langsung dalam berbagai masalah

teknik sipil. Pemahaman mendalam terhadap konsep ini akan membantu

mahasiswa menyelesaikan integral dengan lebih efektif, sistematis, dan

relevan terhadap desain dan analisis struktur.
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beban, menentukan momen lentur, dan menghitung defleksi pada struktur.
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EKSPLORASI

Hitunglah integral tak tentu berikut!

1) 2)

Kemudian, tinjau apakah terdapat perbedaan atau persamaan dalam kedua hasil, serta berikan penjelasan
singkat mengenai apa yang membuat hasilnya serupa atau berbeda.

Jawab:

3) 4)

Jawab:

5) 6)

Jawab:

7) 8)

Jawab:



Berdasarkan pemahaman Anda dari aktivitas
eksplorasi, Hitunglah integral di bawah ini

kemudian gunakan temuan Anda untuk
merumuskan sifat-sifatnya.

Sifat ke-1

Sifat ke-2

KONSEPTUALISASI

Sifat ke-3

Sifat ke-4

Kesimpulan: Diperoleh sifat-sifat kelinieran integral sebagai berikut.

1

2

3
4



2)

3)

5) 6)

1)

verifikasi apakah hasilnya sama?

4)

Jawab:

verifikasi apakah hasilnya sama?

Verifikasilah pengetahuan yang telah Anda peroleh pada
konseptualisasi dengan menyelesaikan permasalahan berikut
menggunakan sifat kelinieran integral. Pastikan setiap langkah
perhitungan dijelaskan secara rinci untuk menunjukkan
penerapan sifat tersebut

VERIFIKASI

Latihan ini dirancang untuk membantu mahasiswa
menghubungkan teori dengan aplikasi matematis 
yang sering ditemui dalam analisis teknik sipil, seperti 
menghitung luas, momen, atau distribusi beban. Dengan
menyelesaikan soal-soal ini, mahasiswa dapat 
memperkuat konsep yang telah dipelajari sekaligus
mempersiapkan diri untuk penerapan lebih lanjut dalam
konteks teknik sipil.

Setelah memahami konsep integral tak tentu, aturan dasar
integral, dan sifat kelinieran integral, langkah berikutnya
adalah mengerjakan soal-soal yang relevan untuk
mengintegrasikan ketiga pemahaman tersebut.



Selesaikan integral berikut dengan menggunakan rumus dasar

IMPLEMENTASI

Hitunglah dengan menggunakan sifat kelinieran integral

Tentukan fungsi awal yang memenuhi nilai awal berikut ini!

Tentukan hasil integral berikut ini!





TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA DAPAT MENGHITUNG TEKNIK
INTEGRASI SUBSTITUSI DAN PARSIAL.6

MEMECAHKAN KODE AWAL

Bagaimana itu membantu
menyederhanakan fungsi
sebelum integrasi?

digunakan ekspansi aljabar, seperti melengkapi

kuadrat atau menyederhanakan fungsi

kompleks menjadi bentuk yang lebih

sederhana. Pendekatan ini membantu

mahasiswa teknik sipil memahami dan

menyelesaikan masalah matematika secara

efektif, mendukung desain dan analisis struktur

dengan lebih terarah.

Masih ingat
konsep ekspansi
aljabar?

Dalam menyelesaikan perhitungan integral, terdapat beberapa teknik integrasi

yang sering digunakan, seperti teknik integrasi substitusi dan parsial. Kedua

teknik ini menjadi alat penting dalam menganalisis distribusi beban dan

dinamika struktur. Untuk mempermudah prosesnya, sering kali
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efektif, mendukung desain dan analisis struktur

dengan lebih terarah.

Masih ingat
konsep ekspansi
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Formulasikan teknik integrasi substitusi untuk integral
berikut 

dengan mengikuti langkah-langkah berikut:

EKSPLORASI 1

Selesaikan integral berikut dengan langkah-
langkah yang jelas. Gunakan ekspansi aljabar
untuk menyederhanakan fungsi sebelum
melakukan integrasi jika diperlukan

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Video
animasi
ekspansi
aljabar

KONSEPTUALISASI 1

Jawab:

Tentukan substitusi yang tepat untuk fungsi f(x) dalam integral



Jawab:

Jawab:

Gantilah dx dengan ekspresi yang sesuai berdasarkan substitusi yang
dipilih.

Selesaikan integral dalam variabel baru

Jawab:

Kembalikan hasil integral ke dalam variabel asal dan pastikan langkah-
langkah perhitungannya benar.

Setelah menyelesaikan integral ini, pastikan hasilnya sudah
benar dan langkah-langkah perhitungannya sesuai. Selanjutnya,
gunakan pemahaman yang telah Anda peroleh untuk
menyelesaikan soal berikut

VERIFIKASI 1

Jawab:



EKSPLORASI 2

Selesaikan integral berikut dengan menggunakan
teknik yang sesuai. Cobalah untuk
menyederhanakan bentuk soal terlebih dahulu
jika diperlukan

KONSEPTUALISASI 2

Formulasikan teknik integrasi parsial berikut 

dengan mengikuti langkah-langkah berikut:

Jawab:

Tuliskan aturan turunan dari perkalian dua buah fungsi dalam variabel x



Formulasikan 

Jawab:

Jawab:

Integralkan kedua ruas dalam variabel x untuk mendapatkan u.v

Setelah menyelesaikan integral ini, pastikan hasilnya sudah
benar dan langkah-langkah perhitungannya sesuai. Selanjutnya,
gunakan pemahaman yang telah Anda peroleh untuk
menyelesaikan soal berikut

VERIFIKASI 2

Jawab:

Dalam integrasi parsial, langkah pertama adalah memilih mana yang menjadi u dan dv. Pilih u sebagai
fungsi yang mudah diturunkan dan dv sebagai bagian yang mudah diintegralkan. Aturan LIATE (dari kiri ke
kanan) berikut membantu mempermudah pemilihan u.

Loga
ritmaL Invers

TrigonometriI AljabarA Trigono
metriT Eks

ponenE



Selesaikan integral berikut!

IMPLEMENTASI

Hitunglah nilai dari integral berikut ini! 

Tentukan hasil dari integral berikut! 

1.

2.

3.

4.

5.

1.

2.

3.

4.

5.

1.

2.

3.

4.

5.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

6.

7.

8.

9.

10.

6.

7.

8.

9.

10.

6.

7.

8.

9.

10.

Selesaikan integral berikut dengan menggunakan teknik
integrasi parsial!



TUJUAN PEMBELAJARAN 
MAHASISWA DAPAT MENYELESAIKAN
MASALAH INTEGRAL TAK TENTU DALAM
BIDANG TEKNIK SIPIL

Sebuah balok horizontal sepanjang 5m

dipasang pada tumpuan sederhana di ujung-

ujungnya. 

7

IMPLEMENTASI 1

Penggunaan rumus dasar
integral tak tentuAnalisis

Mekanika 
Bahan 1

5 m

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 

Gaya distribusi beban

bervariasi bekerja di

sepanjang balok, dengan

besarnya gaya distribusi

dinyatakan sebagai fungsi 
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INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 
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Persamaan untuk defleksi y(x) pada titik-titik di sepanjang balok, dengan
modulus elastisitas E dan momen inersia I dari balok adalah konstan.
Persamaan defleksi

TENTUKAN

Hitung nilai defleksi pada saat x = 3

Bagaimana distribusi beban yang bervariasi mempengaruhi distribusi gaya
internal dan defleksi serta dampak dari modulus elastisitas dan momen
inersia terhadap defleksi. Jelaskan!

Jawab:

Jawab:

Jawab:

Jawab:

Persamaan gaya internal F(x) di sepanjang balok

dengan merupakan momen lentur



10 m

Perhitungan integral
menggunakan sifat kelinieran
integral

IMPLEMENTASI 2

Analisis
Mekanika 
Bahan 2

Diberikan sebuah gelagar

memiliki Panjang 10m,

diberikan beban 500kN  di

titik D seperti pada Gambar.

TENTUKAN

Jawab:

Besar reaksi di titik A dan B

Keseimbangan gaya vertikal Keseimbangan momen di titik A

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 



Persamaan momen

Jawab:

Segmen 1 : A-D (hanya dipengaruhi gaya R   ) A

Segmen 2: D-B (hanya dipengaruhi gaya  R    dan beban di D) A

Jawab:

Menghitung lendutan di titik C, jika 
Modus elastisitas 

Momen inersia 

Persamaan lendutan:

Segmen 1: Segmen 2:



Untuk mencari nilai konstanta, gunakan kondisi slope kontinu di x=8, 
   1. Sudut kedua segmen sama 

   2. Kondisi defleksi kontinu di x=8 harus sama

Diperoleh, persamaan lendutan: 

=

Substitusi nilai x=8

=
Substitusi nilai x=8

Jawab:

Lendutan di x= 6

Jawab:

Lendutan di maksimum

Lendutan di maksimum di segmen 1, terjadi pada saat



Perhitungan integral
menggunakan teknik integrasi
substitusi

IMPLEMENTASI 3

Analisis
Mekanika 
Bahan 3

Misalkan balok sederhana

sepanjang 12m dengan beban

terdistribusi bersesuaian

dengan fungsi

Persamaan momen lentur

TENTUKAN

Momen lentur di Tengah balok tersebut. 

Jawab:

Jawab:

Jawab:

Persamaan gaya geser

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 



Perhitungan integral
menggunakan sifat kelinieran
integral

tentukan kapasitas lentur balok, jika diketahui modus elastisitas (E)=200 GPa,
kuat lentur       = 250 MPa, dengan dimensi balok : lebar (b) = 0,3 m, tinggi (h) =
0,5 m dengan menggunakan rumus di samping kolom jawaban!

Jawab: Rumus  momen inersia

c adalah jarak dari sumbu netral ke
tepi, karena balok adalah
penampang persegi Panjang, maka
c adalah setengah dari tinggi balok

Rumus Kapasitas lentur

Analisis apakah balok mengalami deformasi permanen? Kapan balok akan
mengalami deformasi plastis atau kegagalan struktural?

Jawab:

IMPLEMENTASI 4

Analisis
Dinamika
Struktur 1

Misalkan sebuah jalur rel kereta Woosh

sepanjang 50km mengikuti kemiringan

tanah yang bervariasi, di mana

kemiringan atau gradien rel dinyatakan

dalam G(x)=0,001x + 0,01 dengan x

adalah jarak dari titik awal jalur.TENTUKAN

Jawab:

Fungsi ketinggian jalur dari titik awal rel

Analisis rel kereta cepat Woosh INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 



Jika massa kereta yang bergerak di atas rel adalah 500ton dan kereta
bergerak dengan kecepatan konstan, tentukan bagaimana momen lentur
yang dihasilkan akibat distribusi beban dinamis sepanjang jalur pada jarak
20km  dan 50km.

Ketinggian jalur segmen tengah dan ujung rel dari titik awal. 

Jawab:

Jawab: Asumsikan distribusi beban 

dengan 

Rumus Momen lentur

yakni konstanta
proporsionalitas 
(berat kereta/Panjang jalur)

Analisis pengaruh momen lentur tersebut pada desain struktur rel

Jawab:

IMPLEMENTASI 5

Perhitungan integral
menggunakan sifat kelinieran
integral dan trigonometri

Analisis
Dinamika
Struktur 2 Misalkan kemiringan jalan tol di sekitar KM 92 dinyatakan

dengan gradien 

Analisis jalan tol cipularang km 92

Dimana x adalah jarak dari titik awal segmen (km). Segmen ini

memiliki Panjang 4km, dan sering terjadi kecelakaan karena gaya

inersia yang tinggi yang bekerja pada kendaraan.



Gaya inersia di tengah dan akhir segmen yang bekerja pada sebuah truk
dengan massa 10.000kg melaju di jalan menurun ini. 

TENTUKAN

Jawab:

Ketinggian jalan pada berbagai titik di sepanjang segmen

Ketinggian jalur di akhir segmen

Jawab:

Jawab:

Apa yang harus dilakukan pengendara truk untuk menghindari resiko
kecelakaan pada segmen tengah atau akhir tersebut!

Jawab:

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 

Rumus gaya inersia

Dengan  m adalah massa
kendaraan (kg), percepatan
gravitasi                           adalah
percepatan gravitasi dan
adalah sudut kemiringan
jalan dan meemnuhi



Sebuah jembatan gantung berada di

kawasan yang sering terkena angin

kencang. Angin tersebut

menyebabkan getaran osilasi pada

kabel jembatan. Gaya angin yang

bekerja pada kabel tersebut

bervariasi sesuai dengan fungsi  

Analisis jembatan gantung 1 

TENTUKAN

Fungsi gaya total yang bekerja pada kabel 

IMPLEMENTASI 6

Perhitungan integral parsial
dan trigonometriAnalisis

Dinamika
Struktur 3

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 

Dimana t adalah waktu dalam detik, dan 4 adalah frekuensi

sudut dalam radian per detik.

Jawab:

gaya total yang bekerja pada kabel jembatan selama 5 detik pertama. 

Jawab:



TENTUKAN

Fungsi beban angin yang bersesuaian dengan model 

Analisis jembatan gantung 2

IMPLEMENTASI 7

Perhitungan integral trigonometri
dalam kasus analisis respons
dinamis jembatan gantung
terhadap beban angin

Analisis
Dinamika
Struktur 4

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI

Animasi
ilustrasi
masalah 

Jembatan gantung dengan panjang total

400 m memiliki kabel utama yang

membentang di atas jembatan. Beban

angin yang mempengaruhi jembatan

dapat dimodelkan dengan fungsi

sinusoidal. Anggaplah beban angin

ditentukan oleh intensitas beban

k=500N/m dan Panjang jembatan

L=400m

Jawab:

Gaya elastis pada kabel

Jawab:



Buatkan gambar gaya elastis dengan bantuan desmos grafik calculator
(abaikan C karena hanya akan meninjau perubahan gaya elastis relatif
terhadap posisi x .

Jawab:

Nilai maksimum dan minimum gaya elastis, dan posisi diperolehnya

Jawab:

INVESTIGASIINVESTIGASIINVESTIGASI
Grafik Gaya
elastis
dengan
Desmos
grafik

Analisis kapasitas kabel yang aman untuk digunakan

Jawab: kekuatan tarik material
kabel

Dimana  T  adalah nilai gaya
elastisitas maksimum. 

Luas penampang kabel



IMPLEMENTASI MANDIRI

Tentukan fungsi asal dari setiap fungsi yang sudah diketahui
turunan pertamanya sebagai berikut:

Tentukan Antiderivative dari fungsi berikut

Tentukan fungsi asal yang mungkin dari setiap turunan fungsi
berikut ini

Tentukan fungsi asal dari fungsi komposisi berikut ini

Tentukan fungsi asal dari fungsi trigonometri berikut ini

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.



IMPLEMENTASI MANDIRI

Selesaikan integral berikut dengan menggunakan rumus dasar

Selesaikan integral berikut dengan menggunakan rumus dasar

Tentukan fungsi awal yang memenuhi nilai awal berikut ini!

Tentukan hasil integral berikut ini!

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.



IMPLEMENTASI MANDIRI

Hitunglah nilai dari integral berikut ini! 

Selesaikan integral berikut dengan menggunakan teknik integrasi
parsial!

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.



IMPLEMENTASI MANDIRI

Selesaikan setiap masalah teknik sipil berikut ini!

29.

30.

31.

Dalam perencanaan jalan raya di daerah perbukitan, kemiringan jalan
(gradien) pada suatu ruas jalan dinyatakan sebagai fungsi turunan dari
ketinggian terhadap jarak horizontal, yaitu: 

dengan x adalah jarak horizontal dalam kilometer dari titik awal jalan,
dan dh/dx adalah kemiringan jalan. 
a) Tentukan fungsi ketinggian h(x) dari jaln tersebut. 
b) Jika ketinggian pada titik awal jalan (x=0) adalah 200m, tentukan
ketinggian jalan pada jarak x=5 km dari titik awal.

Pada analisis struktur balok, distribusi beban w(x) pada suatu balok
sepanjang 6m, dinyatakan sebagai                                    (dalam satuan kN/m)
dengan x adalah posisi sepanjang balok (m) dari ujung kiri balok.
Tentukan:
a) Gaya geser yang didefinisikan oleh

b) Jika diketahui gaya geser di ujung kanan balok (x=6) adalah 0 kN,
tentukan konstanta integrasi dan tuliskan fungsi lengkap V(x)
c) Berapa besar gaya geser pada posisi x=2 m?

Sebuah pondasi beton memiliki penampang melintang yang lebarnya
bervariasi mengikuti fungsi:

di mana x adalah tinggi dari dasar pondasi (dalam meter), dan tinggi
total pondasi adalah 3 meter. Panjang pondasi tetap, yaitu 5 meter.
Tentukan:
a) fungsi luas penampang melintang A(x)= b(x). 1 (asumsikan tinggi
penampang tetap 1m)
b) Gunakan integral tak tentu untuk menentukan fungsi volume sebagian
beton V(x)
c) Jika V(0)=0, tentukan volume beton dari dasar hingga tinggi x=3 m



IMPLEMENTASI MANDIRI

Selesaikan setiap masalah teknik sipil berikut ini!

32.

33.

34.

Gaya normal akibat tekanan tanah lateral pada dinding penahan
diberikan oleh fungsi tekanan                             (dalam kN/       ) dengan x
adalah kedalaman dari permukaan tanah (m). Tinggi dinding penahan
adalah 4 m. Tentukan:
a) Gaya normal total N(x) yang bekerja sampai kedalaman x, dengan
menggunakan integral tak tentu.
b) Jika pada kedalaman x=4m,  maka besar total gaya normal yang
bekerja?

Distribusi beban pada suatu balok sepanjang 5 meter dinyatakan
sebagai:

Sebuah platform kerja sementara untuk pengecoran berada di atas
balok baja sederhana sepanjang 8 meter, ditumpu di kedua ujungnya.
Platform tersebut menahan beban bervariasi yang berasal dari pekerja
dan alat cor yang bergerak sepanjang balok. Distribusi beban dinyatakan
sebagai:

(dalam kN/m)

Tentukan:
a) Gaya geser: 

b)Momen lentur balok: 

c) Jika M(0)=0, tentukan fungsi lengkap momen lentur pada balok

dengan x dalam meter dan x=0 adalah ujung kiri balok. Hitunglah
a) Gaya geser balok, 

b) Momen lentur balok: 

c) Defleksi balok: 

Tentukan lokasi dan nilai defleksi maksimum, jika 



IMPLEMENTASI MANDIRI

Selesaikan setiap masalah teknik sipil berikut ini!

35.

36.

37.

Pada pembangunan jalan tol di daerah pegunungan, dinding penahan
tanah dipasang di sisi lereng untuk mencegah longsoran. Tekanan tanah
terhadap dinding penahan bervariasi sepanjang kedalaman dan
dimodelkan oleh fungsi:
                                                                                                   (dalam kN/       )
dengan x adalah kedalaman dari permukaan tanah (m). Tentukan:
a) Tekanan total yang dialami dinding hingga kedalaman x, 

b) Jelaskan secara singkat arti fisik dari fungsi F(x) dalam konteks desain
dinding penahan tanah jalan tol.

Sebuah balok horizontal sepanjang 6 meter menerima gaya berosilasi
akibat mesin bergetar yang dipasang di atasnya. Gaya internal per
satuan panjang pada posisi x meter dari ujung kiri balok dimodelkan
dengan:
                                                                                              (dalam kN/m)
Tentukan:
a) Defleksi vertikal y(x) akibat gaya tersebut

b) Jelaskan secara singkat makna fisik dari fungsi y(x) tersebut dalam
konteks desain balok struktur bangunan atau jembatan.

Sambungan vertikal di salah satu ujung jembatan layang menerima gaya
non-linier akibat guncangan kendaraan yang lewat secara acak. Gaya per
satuan panjang pada sambungan tersebut dimodelkan dengan fungsi:

dengan x adalah jarak (dalam meter) sepanjang sambungan, dan R(x)
dalam satuan kN/m. Tentukan
a) Perpindahan vertikal kumulatif (misal, defleksi atau perpindahan
geser) yang dialami sambungan akibat gaya yang diterima.

b) Diskusikan bagaimana informasi dari integral tersebut dapat
membantu insinyur sipil dalam merancang elemen peredam getaran
pada sambungan agar mengurangi deformasi yang berlebihan.
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GLOSARIUM

Fungsi Komposisi : Penggabungan dua atau lebih fungsi, di mana 
hasil dari satu fungsi menjadi input dari fungsi 
lainnya, yang menghasilkan suatu fungsi baru.

Fungsi Konstan : Fungsi dengan nilai tetap untuk setiap anggota 
domain.

Fungsi Kuadrat : Fungsi dengan bentuk umum 
, di mana grafiknya berbentuk parabola.

Fungsi Linier : Fungsi dengan bentuk umum , di 
mana grafiknya berupa garis lurus.

Fungsi Polinomial : Fungsi yang terdiri dari penjumlahan suku-suku, 
di mana setiap sukunya adalah hasil kali koefisien 
dengan variabel yang berpangkat bilangan bulat 
non negatif.

Integral : Anti turunan dari suatu fungsi  pada 
suatu interval, katakanlah interval , jika 

.

Operasi kebalikan dari turunan.

Integral Parsial : Teknik integrasi dengan menggunakan rumus 
.

Integral Substitusi : Teknik integrasi dengan mengganti variabel agar 
bentuk fungsi menjadi lebih sederhana sehingga 
menjadi lebih mudah untuk diintegralkan.

Integral Tak Tentu : Integral yang hasilnya berupa fungsi umum 
ditambah dengan konstanta.

Koefisien : Angka yang dikalikan dengan variabel dalam 
suatu fungsi.

Konstanta : Nilai tetap dalam suatu fungsi yang tidak berubah.

Turunan : Laju perubahan nilai suatu fungsi terhadap 
variabelnya.



GLOSARIUM

Variabel : Simbol yang mewakili nilai pada suatu fungsi 
yang dapat berubah-ubah.
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